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Ecuacion de transmision de calor

Resumen

En este trabajo de investigacién se estudia
el problema de valor inicial con valor en la
frontera para la ecuacién de transmisién
de calor en la semirrecta para x>0:

u[=ku‘, x>0,t>0
ol B —oen) 750 (1
w(0,0)=0, >0

Se demuestra que si el dato inicial U, € L
entonces existe una Unica solucién
ueC([O,oo);Lz) del problema de
valor inicial con frontera (1). Donde C es
el espacio de funciones continuas para
te [O,oo) y L% es el espacio de Lebesgue
con la siguiente definicién, u(x) el si

ﬁ\u(x)\z d)c]E existe. También se obtiene

una solucién fundamental del problema
(1) usando la transformada de fourier para
obtfener una ecuacién en términos de la
funcién de Green que tiene la siguiente forma:

u(x,0) = [ G(x =y, 0y (y)dy -
donde ’

G-y’ )
4 _ e 4

G(x_yst):

1
e
N4t
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Abstract

The problem studied in this research paper
is the problem of initial value with value in
the border for heat transmission equation
in the half-line for x> 0:

u=ku_, x>0,t>0
u(x,0) =uo(x) x>0 (1)
u(0,6)=0, ¢t>0

It is shown that if the initial data %, € L,
then there is an unique solution
ue C([O,OO);LZ) of the initial problem
with border (1). Where C is the space of
continuous functions for tE[O,OO) and
L% is Lebesgue's space with the following

definition: u(x) e’ if [T‘u(x)‘zdxjé exists.
0

Also it is a fundamental solution to the
problem (1) using the Fourier transform
to get an equation in ferms of the Green
Function in the following way:

ux,0) = [ Gx =y, 0y (n)dy |

where

G )’ Y
e 4% _e 412

G(x—y,t)=

1
N4t

Résumé

Dans ce travail d’investigation, on étudie-
ra le probléme de la valeur initiale et de
la valeur & la frontiére pour I'équation de
transmission de la chaleur dans la demi-
droite pour x>0:

u,=ku_, x>0,t>0
u(x,0) =uo(x) x>0
u(0,)=0, ¢>0

(1)

On démontre que si la donnée initiale est
u, € I, alors il n'existe qu’une unique
solution u e C([O,oo);Lz) au probléme
de valeur initiale avec frontigre (1). OU
« C» est|’espace de fonctions continues
pour te[0,00) et « L?» est I'espace de
Lebesgue avec la définition suivante:

u(x)eL2 o [T\u(X)\ZdX]% existe.

On obtient aussi une solution fonda-
mentale du probléme (1) en utilisant la
transformation de Fourrier pour obtenir
une équation en termes de la fonction de
Green qui a la formule suivante:

u(x,0) = [ G(x =y, 0y (y)dy

ou

G(x—y,t)=

Gy )
e 44 —_e 44

1
N4t

Palabras clave: Funcién de Green, Integral de Poisson, Transformada

de Fourier.

Introducciéon

La siguiente ecuacion

u,=ku_,x>0,t>0
u(x,0)=uo(x),x >0
u(0,1)=0,¢>0

M

se origina en la teoria del flujo de calor; esto es, el calor transferido por

conduccién en una varilla o alambre delgado, donde la funcién u(x,)

es la temperatura.
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Aun cuando debamos hacer muchas hipétesis

simplificadoras, vale la pena saber cémo se origina

esta ecuacion.

Si se supone que una varilla circular delgada de

longitud infinita tiene una seccién transversal de area

A y que coincide con el eje ¥ en el intervalo (0’ oo)

y también se supone que:

e El flujo de calor dentro de la varilla sélo tiene la
direccién ¥ .

e La superficie lateral 6 curva, de la varilla esta
aislada; esto es, no escapa calor de esa superficie.

* No se genera calor dentro de la varilla.

* La varilla es homogénea es decir, su masa por
unidad de volumen P es constante.

*  El calor especifico 4 y la conductividad térmica

del material de la varilla K son constantes.

Para derivar la ecuacién diferencial parcial que
satisface la temperatura M(x, t) se necesitan dos
leyes empiricas de la conduccién del calor:

i) La cantidad de calor Qen un elemento de masa

n es

Q =ymu 2)

Donde u es la temperatura del elemento.

ii) La tasa de flujo de calor Qt a través de la secciéon
transversal de la varilla es proporcional al &rea A de
esa seccion y a la derivada parcial de la temperatura

conrespectoa X:
0, =—-KAu (3)

Puesto que el calor fluye en direccién de la temperatura
decreciente se incluye el signo menos en la ecuacion
(3) a fin de asegurar que Qt sea positivo para
u_ <0 (flujo de calor hacia la derecha) y negativo
para #,_ > 0 (flujo de calor hacia la izquierda). Si el
corte circular de la varilla entre X y x + Ax es muy
delgado, cabe suponer que #(X,t) eslatemperatura
aproximada en todo punto del intervalo.

Ahora bien, la masa del corte es m = pAAx, de
manera que, segun la ecuacién (2), la cantidad de

calor en él es,
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0 =1w AAxu 4

Ademas, cuando el calor fluye hacia la direccién de
las X positivas, se puede observar que, de acuerdo
con la ecuacion (3), ese calor se acumula en el corte

con la razén neta

— KAu (x,t) —[-KAu (x + Ax,t) = K [u (x+ Ax,t) =u (x,t) (5)

Al diferenciar la ecuacion (4) con respecto a ¢ puede

verse que esa razon neta también esta expresada por
O =wAA xu, (6)

Si se igualan (5) y (6), resulta

Kou (x+Ax,0)—u (x,1) _ "
P Ax '

Se toma el limite de esta ecuacién cuando Ax — 0,
y se llega a la ecuacién (1) en la forma

K

o uxx = ut

P
Se acostumbra que k = K /yp y llamar difusividad
térmica a esta constante positiva. Para simplificaciéon

de los célculos se considera el valorde k = 1.

Solucién del problema mediante
la transformada de Fourier

Para resolver el problema de calor en una varilla
delgada de longitud semi-infinita con una temperatura
inicial u#, (x), uno de sus extremos se mantiene a
la temperatura cero en todo momento para > 0.
Es necesario primero resolver el problema para una
varilla de longitud infinita, es decir para todo X € R
. Por lo que el problema para toda la recta se define

como sigue

u,=u, , xeR, >0

7
u(x,0)=u,(x), xeR @
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Para resolver este problema, necesita definirse la

transformada de Fourier en la siguiente forma

00

e " u(x)dx

&)= |

y la transformada inversa de Fourier como

o0

ux) =5 Jemayas

Se puede obtener de manera sencilla las derivadas
de la funcién u(x) aplicando la definicién de la
transformada de Fourier, ya que cada derivada nos
proporciona una multiplicacién por el término I f de
la exponencial, por lo que puede expresarse la primera

y la segunda derivada como sigue:
1 T iEx g A
u,(x) =—= [ e”igi(£)d¢,
N2 5,

0,09 = 7 [ e

Aplicando esta definicién al problema (7) se obtiene

0, =—E0(E,0), t>0
(6,00 =,() (8)

Esta ecuacién puede ser resuelta como una
ecuacién diferencial lineal con condiciéon inicial
1(&,0) =1,(&) . Porlo que la solucién transformada

se obtiene como:

A A _ g2
A&, 0 =i, (&)e ="
Aplicando la transformada inversa de Fourier, se

obtiene la solucion del problema en forma integral,

por lo tanto

u(x,t) = 217[ Te"%o(g)efzfdg

Ecuacién de transmisiéon de calor

Sustituyendo la transformada de Fourier de la

condicioén inicial

. 17 .
()= [ ¢ Fuy(n)dy,

se obtiene
1 % . . 1 5 .
u(x,t)=— | "' — | eu,(v)dyd
(x,) 27[_[00 27[_[0 o(V)dydE

Haciendo un cambio de orden de integracion, se

obtiene

u(r) = [u, () - [ ag
i 2r 7
La udltima integral puede ser calculada mediante un
cambio de variable en la exponencial. Para hacer este
cambio, primero se necesita que la exponencial pueda
ser expresada como la exponencial de una funcién al

cuadrado, por lo tanto

0 1 © 7{(§7i(x_Y))2+(x_y)2
2 2
w0 = fuay —fe g,

separando la variable que no depende de f se obtiene

© x-y)? o fo G- 2
u(x,t) = .[Ouo(y)dye _% 21”.[06 t[§ Zzy ] dg’

al usar el cambio de variable

e (x=y)
2=eiy,
dz =d&,

la ultima integral se convierte en

© (x-y)

u(x,t)= [ uy()dyve

—00

1 2
- eftzd

’

Temas de Ciencia y Tecnologia | septiembre - diciembre 2009

15



16

donde I g Se muestra en la Figura 1.

Por tanto

1< fle e an
0

a
y R 2
SJ‘ e {(R®+i2Rp-n )d77
0
R+ia l—P‘ L4 R+a o
— R +ta®
: <e Jdn
) . :
. <a e—tR2+ta2
R oI +R
Considerando ahora el
_.p2 2
limy_,, || = lim,_, ce™ " —0
FIGURA 1. CONTORNO CERRADO FR .
Aplicando el Teorema de Cauchy para un contorno De forma similar se obtiene para
cerrado para la integral interior de (9), se obtiene: Lim,_, | [2| -0
1 5 1 —R+ia s 1 R+ia 5 por IO_k'il'ltOZ R+ia 5
— e dz=— j e dz+— I e dz+ I e dz+ I e dz
27 'z 27 -R 27 R 27 R R ﬂ-—R+i R+ia
42 42
Je’z dz = j e“dz (10).
-R R+ia ;
1 2 1 2 -R —R+ia
dz+—je “dz +— I e dz
27 R 27 —R+ia

=1+, +1,+1,=0

Estimando cada una de las integrales se obtiene

—R+ia —R+ia
_ —1z? —1z?
|I | | = e dz|< e

[dz]

Haciendo cambio de variable
z=—R+in,
dz =idn

donde e (0,),ldz|=|dn|.
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Considerando que R — o0, se puede calcular la
integral (10) haciendo un nuevo cambio de variable

de la siguiente manera

ZAt =q
_dq
t

para llevarla a la integral de Poisson, que puede ser

dz

calculada facilmente

R+ia 5 1 © s
I e dz=— I e 1
—R+ia \/; —0
_ T
t
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Por lo que se puede finalmente expresar el resultado

dado por (9) como sigue

1 ) _(Jc—)z/)2
u(x,t)=— | u,(y)dye *
/—47n__[0 oly)ay
© (1n
= [ G(x=y,00u, () by,
Donde
1 ~(x-y)*
G(x—y,t)= e 4
G0

Ahora, al regresar al problema (1)

ur=ux,x>0,t>0
u(x,0)=u,(x) x>0
u(0,6)=0,t>0

e introducir una funcién auxiliar #,(x) definida en

—0 <X <0

toda la recta, es decir y mediante la

extension de la funcién #,(X) como una funcién

impar, es decir

7 (1) = {uo (x) x>0

—uy(—x) x<0 (12)
Por lo que puede considerarse el siguiente problema

u,=ux,x>0,1>0
u(x,0)=iu,(x) xeR
u(0,t)=0,1>0.

Este problema tiene solucién dado por (11) en la

siguiente forma

u(x,t)= [Glx—y,08, () dy (3

Ecuacién de transmisiéon de calor

donde

(=)’

G(x~y, )

t)=Le
Jam

Separando la solucién para (13) en dos partes por la

definicion (12) se tiene

u(x,t) = [GOe=y,0u, (0 dy+ [ Glay, v, (=, (=3))dy

Haciendo el siguiente cambio de variable en la

segunda integral

—-dy =dz

usando la definicién de la funcién de Green (14) y
cambiando el orden de los limites de integraciéon se

obtiene

1 ()

u(x,t) = J‘Me

4r?

uy(y)dy

) 1 B (x+z)2
— J. e ¥ u,(z)dz
0

Jam

Como ahora z es la variable de integracion de la
segunda integral, puede considerarse una nueva
variable de integraciény, por lo que se pueden agrupar

las dos integrales en la siguiente forma:

1 (x-y)? (x+y)’

u(x,t)=u,(y)dy e Y —e ¥
;[ 0 Jant

Finalmente se expresa la solucién en términos de una

nueva funciéon de Green para la semirrecta

u(x,t) = [ Glx =y, 0y (y)dy

’
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donde
1 (x-y) (xy)
~ 2 2
Gx—y,t)y=—+—|e ¥ —e ¥

Jam

La funcién G(x — y,t) se conoce como la solucién
fundamental de la ecuacion de calor en la semirrecta,

ya que puede demostrarse que

(x—y) (xy)
442 —e 472

é?(;x - Jjat) =

1
e
Jamt

es la temperatura en el punto x en un tiempo . También

)

puede verificarse que la funcién de G(x— y,t)

satisface la ecuacion de calor, es decir

Gt (x—y,t):(N}x (X—y,t)'

Conclusiones

Se obtuvo una férmula cerrada que define el
comportamiento del modelo que describe una varilla
en la que se transmite calor representada en la

siguiente ecuacion:

u(x,t) = [ Glx =y, tuy ()ddy
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donde

(x-y)’ (x+y)’
2 2
e M —e #

G(x—y,t)=

1
4t

La solucién a que se llega en este trabajo de
investigacion usando la transformada de Fourier,
corresponde a los mismos resultados que se obtuvieron
en los trabajos de Ablowitz (1997), Sveshnikov (1971)
y Tijonov (1980), donde fueron usados métodos mas

complejos.
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